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实施变式教学　 促进深度学习
∗

———以“函数零点问题”教学为例

何苗苗

（广东省广州市南海中学，５１００００）

　 　 变式教学是指采用不同设计，变更认知

对象的非本质特征，从而让学习者从不同角

度、不同侧面暴露过程，在不同背景中进行思

辨，达到深入认识所学数学知识的目标． 数学

核心素养是数学课程目标的集中体现，是具

有数学基本特征的思维品质、关键能力以及

情感、态度与价值观的综合体现，是在数学学

习和应用的过程中逐步形成和发展的［１］ ． 深
度学习是指在理解学习的基础上，学习者能

够批判性地学习新的思想和事实，并将它们

融入原有的认知结构中，在众多思想间进行

联系，将已有的知识迁移到新的情境中做出

决策和解决问题的学习． 本文以“函数零点问

题” 的复习教学为例，进行分析探究．
一、教学设计

１． 复习旧知

引导学生完成下表，对已有知识梳理．
表 １：复习函数零点的知识点

函数零点的

概念

对于函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ），把使ｆ（ｘ） ＝ ０ 的实

数 ｘ 叫做函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 的零点

方程的根与函

数零点的关系

方程 ｆ（ｘ） ＝ ０有实数根⇔函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ）
的图象与ｘ轴有交点⇔函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 有

零点

函数零点的

存在性定理

函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 在区间［ａ，ｂ］ 上的图象是

连续不断的一条曲线，若ｆ（ａ）·ｆ（ｂ） ＜
０，则 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 在（ａ，ｂ） 内存在零点

　 　 ２． 判断函数零点所在区间

例 １　 设 ｆ（ｘ） ＝ ｌｎ ｘ ＋ ｘ － ２，则函数 ｆ（ｘ）
的零点落在那个区间（　 　 ）

（Ａ） （０，１）　 　 　 （Ｂ）（１，２）
（Ｃ）（２，３） （Ｄ）（２，３）
解法１　 ∵ ｆ（１） ＝ － １ ＜ ０，ｆ（２） ＝ ｌｇ ２ ＞

０，∴ ｆ（１） ｆ（２） ＜ ０ 时，故选 Ｂ．
解法 ２　 作出函数 ｇ（ｘ） ＝ ｌｎ ｘ，ｈ（ｘ） ＝

－ ｘ ＋ ２ 的图象，两个图象交点的横坐标在区

间（１，２），由图 １ 可知 ｆ（ｘ） 的零点所在的区间

为（１，２） ．
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变式 １　 （２０１０ 年上海市高考题） 若 ｘ０ 是

方程式 ｌｇ ｘ ＋ ｘ ＝ ２ 的解， 则 ｘ０ 属于区间

（　 　 ）
（Ａ）（０，１）　 　 　 （Ｂ）（１，１． ２５）
（Ｃ）（１． ２５，１． ７５） （Ｄ）（１． ７５，２）
解 　 构造函数 ｆ（ｘ） ＝ ｌｇ ｘ ＋ ｘ － ２，由

ｆ（１． ７５） ＝ ｆ ７
４( ) ＝ ｌｇ ７

４ － １
４ ＜ ０， ｆ（２） ＝

ｌｇ ２ ＞ ０ 知 ｘ０ 属于区间（１． ７５，２） ．
变式 ２　 （２０１３ 年重庆高考题） 若 ａ ＜ ｂ
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＜ ｃ，则函数 ｆ（ｘ） ＝ （ｘ － ａ）（ｘ － ｂ） ＋ （ｘ －
ｂ）（ｘ － ｃ） ＋ （ｘ － ｃ）（ｘ － ａ） 的两个零点分别

位于区间（　 　 ）
（Ａ）（ａ，ｂ） 和（ｂ，ｃ） 内

（Ｂ）（ － ∞，ａ） 和（ａ，ｂ） 内

（Ｃ）（ｂ，ｃ） 和（ｃ， ＋ ∞） 内

（Ｄ）（ － ∞，ａ） 和（ｃ， ＋ ∞） 内

解 　 由 ａ ＜ ｂ ＜ ｃ，可得 ｆ（ａ） ＝ （ａ － ｂ）（ａ
－ ｃ） ＞ ０，ｆ（ｂ） ＝ （ｂ － ｃ）（ｂ － ａ） ＜ ０，ｆ（ｃ） ＝
（ｃ － ａ）（ｃ － ｂ） ＞ ０． 显然 ｆ（ａ）·ｆ（ｂ） ＜ ０，ｆ（ｂ）
·ｆ（ｃ） ＜ ０，所以该函数在（ａ，ｂ） 和（ｂ，ｃ） 上均

有零点，故选 Ａ．
设计意图 　 本例利用零点存在性定理来

确定零点落在某个区间． 第二种方法是用数

形结合来解决零点问题，这也是常用的一种

数学思想． 变式 １ 由方程的根等价于函数的零

点问题，从而构造函数，利用零点的存在性定

理来解决，侧重于“转化” ． 变式 ２ 是更深一步

地运用零点的存在性定理．
点评 　 判断函数零点所在区间的方法：
（１） 当能直接求出零点时，就直接求出进

行判断；
（２） 当不能直接求出时，可根据零点存在

性定理判断；
（３） 当用零点存在性定理也无法判断时，

作出图象判断．
３． 判断函数零点的个数

例 ２　 （２０１９ 年全国高考题） 函数 ｆ（ｘ） ＝
２ｓｉｎ ｘ － ｓｉｎ ２ｘ 在 ［０，２π］ 上零点的个数为

（　 　 ）
（Ａ）２　 （Ｂ）３　 （Ｃ）４　 （Ｄ）５
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解法 １　 函数 ｆ（ｘ） ＝ ２ｓｉｎ ｘ － ｓｉｎ ２ｘ 在

［０，２π］ 上零点的个数，即 ２ｓｉｎ ｘ － ｓｉｎ ２ｘ ＝ ０

在区间 ［０，２π］ 上根的个数． 移项变形得

２ｓｉｎ ｘ ＝ ｓｉｎ ２ｘ，令 ｈ（ｘ） ＝ ２ｓｉｎ ｘ 和 ｇ（ｘ） ＝
ｓｉｎ ２ｘ，作两函数在区间［０，２π］ 的图象如图 ２
所示． 由图 ２ 可知，ｈ（ｘ） ＝ ２ｓｉｎ ｘ 和 ｇ（ｘ） ＝
ｓｉｎ ２ｘ 在区间［０，２π］ 的图象的交点个数为 ３
个． 故选 Ｂ．

解法 ２　 因为 ｆ（ｘ） ＝ ２ｓｉｎ ｘ － ｓｉｎ ２ｘ ＝
２ｓｉｎ ｘ（１ － ｃｏｓ ｘ），ｘ ∈ ［０，２π］，令 ｆ（ｘ） ＝ ０，
得 ２ｓｉｎ ｘ（１ － ｃｏｓ ｘ） ＝ ０，即 ｓｉｎ ｘ ＝ ０ 或 １ －
ｃｏｓ ｘ ＝ ０， 解得 ｘ ＝ ０，π，２π． 所以 ｆ（ｘ） ＝
２ｓｉｎ ｘ － ｓｉｎ ２ｘ 在［０，２π］ 上零点的个数为 ３
个． 故选 Ｂ．

变式１　 函数 ｆ（ｘ） ＝ ｌｏｇ２ｘ －
１

ｘ － １的零点

个数是（　 　 ）
（Ａ）０ 个 　 　 　 （Ｂ）１ 个

（Ｃ）２ 个 （Ｄ）３ 个

解析 　 求 ｆ（ｘ） ＝ ｌｏｇ２ｘ － １
ｘ － １ 的零点个

数就是确定函数 ｙ１ ＝ ｌｏｇ２ｘ与 ｙ２ ＝ １
ｘ － １ 图象

的交点个数，如图 ３，选 Ｃ．
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变式２　 函数 ｆ（ｘ） ＝ ｜ ｌｏｇ２ｘ ｜ －
１

ｘ － １的零

点个数是（　 　 ）
（Ａ）０ 个 　 　 　 （Ｂ）１ 个

（Ｃ）２ 个 （Ｄ）３ 个

解 　 ｆ（ｘ） ＝ ｜ ｌｏｇ２ｘ ｜ －
１

ｘ － １ 的零点个数

即函数 ｙ１ ＝ ｜ ｌｏｇ２ｘ ｜ 与 ｙ２ ＝ １
ｘ － １ 图象的交点

个数，如图 ４，选 Ｂ．

变式 ３　 函数 ｆ（ｘ） ＝ ｌｏｇ２ ｜ ｘ ｜ －
１

ｘ － １ 的

零点个数是（　 　 ）
（Ａ）０ 个 　 　 　 　 （Ｂ）１ 个
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（Ｃ）２ 个 （Ｄ）３ 个

解析 　 ｆ（ｘ） ＝ ｌｏｇ２ ｜ ｘ ｜ －
１

ｘ － １ 的零点个

数，即函数 ｙ ＝ ｌｏｇ２ ｜ ｘ ｜ 与 ｙ ＝ １
ｘ － １ 图象的交

点个数，如图 ５，选 Ｄ．
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设计意图 　 例 ２ 的第一种方法侧重于转

化为确定两个函数图象的交点问题，第二种

方法侧重于求根． 引导学生由变式１到变式２、
变式 ３，促进深度学习．

点评 　 判断函数零点个数的方法：
（１） 解方程法：令 ｆ（ｘ） ＝ ０，如果能解出

几个解，就代表有几个零点；
（２） 数形结合法：转化为两个函数的图象

的交点个数问题，但画图时要注意掌握基础

函数的图象和图象的变换．
４． 函数零点的应用

例 ３　 （２０１８ 年全国高考题） 已知函数

ｆ（ｘ） ＝ ｅｘ，ｘ ≤０，
ｌｎ ｘ，ｘ ＞ ０，{ ｇ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ） ＋ ｘ ＋ ａ． 若

ｇ（ｘ） 存在 ２ 个零点， 则 ａ 的取值范围是

（　 　 ）
（Ａ）［ － １，０）　 　 （Ｂ）［０， ＋ ∞ ）
（Ｃ）［ － １， ＋ ∞ ） （Ｄ）［１， ＋ ∞ ）
解析 　 函数 ｇ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ） ＋ ｘ ＋ ａ 存在 ２

个零点，即关于 ｘ的方程 ｆ（ｘ） ＝ － ｘ － ａ有２个

不同的实根，即函数 ｆ（ｘ） 的图象与直线 ｙ ＝
－ ｘ － ａ有２ 个交点，作出直线 ｙ ＝ － ｘ － ａ与函

数 ｆ（ｘ） 的图象，由图６可知， － ａ≤１，即 ａ≥－
１，故选 Ｃ．

变式 　 （２０１９ 年天津高考题） 已知函数

ｆ（ｘ） ＝
２ ｘ，０ ≤ ｘ ≤１，
１
ｘ ，ｘ ＞ １．{ 若关于 ｘ 的方程

ｆ（ｘ） ＝ － １
４ ｘ ＋ ａ（ａ ∈ Ｒ） 恰有两个互异的实

数解，则 ａ 的取值范围为（　 　 ）

（Ａ） ５
４ ， ９

４[ ]　 　 　 （Ｂ） ５
４ ， ９

４( ]

（Ｃ） ５
４ ， ９

４( ]∪ ｛１｝ （Ｄ） ５
４ ， ９

４[ ]∪ ｛１｝

解 　 作出函数 ｆ（ｘ） ＝
２ ｘ，０ ≤ ｘ ≤１
１
ｘ ，ｘ ＞ １{

以及直线 ｙ ＝ － １
４ ｘ 的图象，如图 ７ 所示．
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关于 ｘ 的方程 ｆ（ｘ） ＝ － １
４ ｘ ＋ ａ（ａ ∈ Ｒ）

恰有两个互异的实数解，则 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 和 ｙ ＝

－ １
４ ｘ ＋ ａ 的图象有两个交点，平移直线 ｙ ＝

－ １
４ ｘ，考虑直线与 ｙ ＝ １

ｘ 在 ｘ ＞ １ 相切，可得

ａｘ － １
４ ｘ２ ＝ １，由 Δ ＝ ａ２ － １ ＝ ０，解得 ａ ＝ １

（ － １ 舍去） ． 综上可得，ａ 的范围是 ５
４ ， ９

４[ ]∪

｛１｝ ． 故选 Ｄ．
点评 　 本例是由函数零点求参数范围，

其思路是把一个函数拆分为两个基本初等函

数，将函数的零点问题转化为两个函数图象

的交点问题，体现转化与化归以及数形结合

思想，从而体现核心素养中的直观想象．
二、教学感悟

１． 促进学生深度参与

学生从基本问题出发，计算推理，利用图

形描述，建立形与数的联系，在“变” 中发现

“不变”，然后形成对这一类型问题的方法归

（下转第 ２５ 页）
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的学生都获得属于自己的成功．
（３）课外拓展延伸

课外拓展部分安排五项任务：看，做，练，
习，传，要求明确，学生可以自主完成各项任

务． 其中“看”是观看上传的“对数的概念及相

关历史故事”微课，利用数学文化激发他们学

习数学的兴趣． “习”是上传“对数的运算”微
课，供学生提前预习下一阶段的学习任务．
“传”是要求学生各显神通，搜集有关对数的

创始人资料以及跟对数相关的材料，并在平

台上资源共享，让他们在分享他人劳动成果

的同时，也体验到自身奉献的价值．
４． 混合式教学考核评价

教学过程中采用基于过程的多元考核评

价机制，包括课前线上自主学习、线上教师发

起活动的参与度与准确率、在线测试；线下课

堂展示、反馈、游戏竞赛以及课后拓展任务完

成情况等几个环节． 超星学习通对学生所有

的学习活动进行实时统计，如在线提问情况、
观看课程视频的时长、作业完成质量、测验的

成绩等，这些综合成绩可以客观而真实地反

映学生利用在线课程平台进行学习的情况，
同时有利于教师及时调整教学策略，课堂上

做到有的放矢，让对分课堂在落到实处．
５． 对混合式教学的一点反思

混合式教学过程中，主要利用教学微课

视频、ＰＰＴ、在线测试等信息技术手段，构建清

晰的课程结构，提供明晰的定义、教学方法与

教学活动；整个微课程实施以学生为主体，教
师在学习过程中起着指引与促进的作用，为
学生提供学习支持服务． 通过师生交流互动，
实时监控线上学习转态，及时解决问题，动态

调整教学方案．
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（上接第 ３３ 页）
纳，从而增强学生的数学能力，提升学生的数

学素养，有利于学生的深度参与．
２． 助力学生知识迁移

通过变式训练题组，以点带面，引人入

胜，帮助学生对问题进行多方面、多角度、多
层次的思考，使学生学一题会一类题，做一道

题会一串题，从而使备考深化，提高复习的层

次和效率，促进学生深度学习．
３． 引发学生深度思考

在课堂上，师生互动，生生互动，通过一

题多解、一题多变，使学生明白变式的差异；
通过一题多解，让学生在探究中总结方法，促
进学生的深度思考；通过变式的层层推理，由
浅入深，由表到里，不断深化认知，提升能力．
让学生参与到变式教学的“变化”中去，使学

生学习能够达到触类旁通，举一反三的效果．

因此教师在课堂教学中要充分发挥“变式”教
学的功能，增强学生转化的思想．

总之，变式教学是数学教学的法宝，从
“变”的教学让学生领悟到“不变”的数学知

识、数学思想与方法，从而让学生进入深度学

习，提高学生的数学素养． 但一定要注意防止

盲目的变式，要对变式教学进行系统的规划，
变式教学要发挥学生的主体性，并且要有延

续性，这就要求数学教师认真去研究如何实

施变式教学，使学生更好地进行深度学习．
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